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Знайдено максимум функцiоналу, що складається iз добуткiв внут-
рiшнiх радiусiв для довiльних степенiв внутрiшнiх радiусiв областей.
which the consist with product inner radius for arbitrary degrees of
inner radius domains.
Вступ.
У геометричний теорiї функцiй комплексного змiнного екстремаль-
нi задачi для функцiоналiв складених iз добуткiв внутрiшнiх радiусiв
областей представляють добре вiдомий класичний напрям. Виникнен-
ня цього напряму пов’язано з роботою академика М.А. Лаврентьєва [1],
де вперше поставлена та розв’язана задача про добуток конформних
радiусiв двох неперетинних однозв’язних областей. У подальшому цю
задачу узагальнювали та посилювали у багатьох роботах (див., напр.
[2 – 13]).
Нехай N, R – множини натуральних та дiйсних чисел вiдповiдно, C
– площина комплексних чисел, C = C
⋃{∞} – її одноточкова компак-
тифiкацiя або сфера Рiмана, R+ = (0,∞).
Нехай n,m ∈ N. Систему точок
A2n,2m = {ak,p ∈ C : k = 1, 2n, p = 1, 2m },
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назвемо (2n, 2m)-променевою системою точок, якщо при всiх k = 1, 2n
виконуються спiввiдношення:
0 < |ak,1| < . . . < |ak,2m| <∞;
arg ak,1 = arg ak,2 = . . . = arg ak,2m =: θk;
0 = θ1 < θ2 < . . . < θn < θn+1 := 2pi.
(1)








При виконаннi умов αk = 1n , k = 1, 2n систему точок A2n,2m будемо
називати рiвнокутовою.
Розглянемо систему кутових областей:
Pk = {w ∈ C : θk < argw < θk+1}, k = 1, 2n.

























































(∣∣∣a2k,2p−1∣∣∣ 1α2k )χ(∣∣∣a2k,2p−1∣∣∣ 1α2k−1)] 12 |a2k,2p−1|,
де χ(t) = 12 (t+
1
t ), t ∈ R+.
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Нехай D, D ⊂ C – довiльна вiдкрита множина та w = a ∈ D,
тодi через D(a) позначимо зв’язну компоненту D, яка мiстить точку
a. Для довiльної (2n, 2m)-променевої системи A2n,2m = {ak,p ∈ C : k =
1, 2n, p = 1, 2m } та вiдкритої множини D, A2n,2m ⊂ D позначимо
через Dk (as,p) зв’язну компоненту множини D (as,p)
⋂
Pk, яка мiстить
точку as,p, k = 1, 2n, s = k, k + 1, p = 1, 2m, an+1,p := a1,p.
Будемо вважати, що вiдкрита множина D, A2n,2m ⊂ D задовольняє




Dk(ak+1,p) = ∅, (2)
k = 1, 2n, p, s = 1, 2m по всiм кутам Pk.
Позначимо через r(B; a) – внутрiшнiй радiус областi B ⊂ C вiд-
носно точки a ∈ B (див. [4 – 6, 14]).
Предметом вивчення нашої роботи е наступнi задачi.







rα (B2k−1,2p−1, a2k−1,2p−1) r (B2k−1,2p, a2k−1,2p)×
×rα (B2k,2p, a2k,2p) r (B2k,2p−1, a2k,2p−1) ,
де A2n,2m – довiльна (2n, 2m)-променева система точок вида (1), а
{Bk,p} – довiльний набiр попарно неперетинних областей, ak,p ∈ Bk,p ⊂
C, та описати екстремалi (k = 1, 2n, p = 1, 2m).







rα (D, a2k−1,2p−1) r (BD,2p, a2k−1,2p)×
×rα (D, a2k,2p) r (D, a2k,2p−1) ,
де A2n,2m – довiльна (2n, 2m)-променева система точок вида (1), а D
– довiльна вiдкрита множина, яка задовольняє умовi неналягання (2),
ak,p ∈ D ⊂ C, та описати екстремалi (k = 1, 2n, p = 1, 2m).
Теорема 1. Нехай n,m ∈ N, n ≥ 2, α ∈ R+. Тодi для довiль-
ної (2n, 2m)-променевої системи точок A2n,2m, та довiльного набору
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попарно неперетинних областей {Bk,p}, ak,p ∈ Bk,p ⊂ C, k = 1, 2n,





rα (B2k−1,2p−1, a2k−1,2p−1) r (B2k−1,2p, a2k−1,2p) rα (B2k,2p, a2k,2p)





























|√α− 1||√α−1|2 |√α+ 1||√α+1|2
)nm
.
Знак рiвностi досягається, коли точки ak,p та областi Bk,p є, вiд-









(wn + i)4m − (wn − i)4m
)
− 2(1 + α) (w2n + 1)2m(
(wn + i)4m + (wn − i)4m
)2 dw2. (3)
.
Теорема 2. Нехай n,m ∈ N, n ≥ 2, α ∈ R+. Тодi для довiльної
(2n, 2m)-променевої системи точок A2n,2m, та довiльної вiдкритої
множини D, яка задовольняє умовi неналягання (2), ak,p ∈ D ⊂ C,
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а точки ak,p та областi Bk,p є, вiдповiдно, полюсами та круговими
областями квадратичного диференцiалу (3).
Доведення теореми 1. Доведення теореми спирається на метод
кусково-подiляючого перетворення (див. [4 – 6]).






яка, при кожному k = 1, 2n, реалiзує однолисте та конформне вiдобра-
ження областi Pk на праву пiвплощину Rez > 0, при цьому промiнь






однолисто та конформно вiдображає область Pk на одиничний круг
U = {z : |z| ≤ 1}, k = 1, 2n.
Позначимо ω(1)k,p := ζk (ak,p), ω
(2)





n,p, ζ0 := ζn (k = 1, 2n, p = 1, 2m).
Сiмейство функцiй {ζk(w)}2nk=1, заданих рiвнiстю (5), є до-
пустимим для кусково-подiляючого перетворення (див. напр.,
[6, 8, 9]) областей
{
Bk,p : k = 1, 2n, p = 1, 2m
}
вiдносно си-
стеми кутiв {Pk}2nk=1. Для довiльної множини ∆ ∈ C позна-
чимо (∆)∗ :=
{
w ∈ C : 1w ∈ ∆
}














стить точку ω(1)k,p, а Ω
(2)













, яка мiстить точку ω(2)k−1,p,




n,p. Зрозумiло, що Ω
(s)
k,p є,
взагалi кажучи, багатозв’язними областями, k = 1, 2n, p = 1, 2m,
s = 1, 2. Пара областей Ω(2)k−1,p та Ω
(1)
k,p є результатом подiляючого
перетворення областi Bk,p вiдносно сiмейств {Pk−1, Pk}, {ζk−1, ζk} в
точцi ak,p, k = 1, 2n, p = 1, 2m.
З формули (5) отримаємо наступнi вирази∣∣∣ζk(w)− ζk(ak,p)∣∣∣ ∼ [αkχ(∣∣∣ak,p∣∣∣ 1αk ) |ak,p|]−1 |w − ak,p|,
w → ak,p, w ∈ P k.
Одна екстремальна задача на ... 331∣∣∣ζk−1(w)− ζk−1(ak,p)∣∣∣ ∼ [αk−1χ(∣∣∣ak,p∣∣∣ 1αk−1) |ak,p|]−1 |w − ak,p|,
w → ak,p, w ∈ P k−1, k = 1, 2n, p = 1, 2m. (6)
З теореми 1.9 [6] (див. також [4, 5]) та формул (6) отримаємо нерiв-
ностi




















(∣∣ak,p∣∣ 1αk−1 ) |ak,p|]} 12 , k = 1, 2n, p = 1, 2m. (7)





rα (B2k−1,2p−1, a2k−1,2p−1) r (B2k−1,2p, a2k−1,2p) rα (B2k,2p, a2k,2p)







































































































































































































































(∣∣∣a2k,2p∣∣∣ 1α2k ))α · |a2k−1,2p|2 · (χ(∣∣∣a2k,2p∣∣∣ 1α2k−1 ))α×
× χ


































rα (B2k−1,2p−1, a2k−1,2p−1) r (B2k−1,2p, a2k−1,2p)×
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rα (B2k−1,2p−1, a2k−1,2p−1) r (B2k−1,2p, a2k−1,2p)×















































































































































































































Q (ζk) dζ2k = ζ
2m−2
k ·
i(1− α)ζ4mk + 2(1 + α)ζ2mk + i(α− 1)
(ζ4mk + 1)
2 ·dζ2k , k = 1, 2n
(15)





rα (B2k−1,2p−1, a2k−1,2p−1) r (B2k−1,2p, a2k−1,2p)×





































r (G2p−1, g2p−1) · rα (G2p, g2p)
)n
, (16)
де G2p−1, G2p – круговi областi, а g2p−1, g2p – полюси квадратичного
диференцiалу (15).
Iз останнього спiввiдношення, використовуючи теорему 4.1.2 [7], от-
римаємо твердження теореми. Теорема 1 доведена.
Доведення теореми 2. Зразу вiдмiтимо, що з умови неналягання
випливає, що capC\D > 0 та множина D має узагальнену функцiю
Грiна gD(z, a), де gD(z, a) =

gD(a)(z, a), z ∈ D(a),
0, z ∈ C\D(a),
lim
ζ→z
gD(a)(ζ, a), ζ ∈ D(a), z ∈ ∂D(a)
–
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узагальнена функцiя Грiна вiдкритої множини D вiдносно точки a ∈
D, а gD(a)(z, a) – функцiя Грiна областi D(a) вiдносно точки a ∈ D(a).
У подальшому будемо користуватися методами робiт [6, 7]. Роз-
глянемо множини E0 = C\D; E(ak,p, t) = {w ∈ C : |w − ak,p| 6 t},
k = 1, 2n, p = 1, 2m, n > 2, n,m ∈ N, t ∈ R+. Для достатньо малих
t > 0 введемо у розгляд конденсатор











(E(a2k,2p−1, t) ∪ E(a2k−1,2p, t)). Ємнiстю конденсатора
C (t, D, A2n,2m) називається величина (див. [5])







де нижня грань береться по всiм дiйсним, неперервним та лiпшицевим












Величина, обернена ємностi конденсатора C, називається модулем
цього конденсатора
|C| = [capC]−1
З теореми 1 [6] отримаємо






























(gD(a2k,2p, a2q,2s) + gD(a2k−1,2p−1, a2q−1,2s−1))+






(gD(a2k,2p, a2q−1,2s) + gD(a2k,2p, a2q,2s−1)+



















0,p, ζ0, ∆, (∆)
∗, введенi нами при доведеннi тео-













, яка мiстить точку ω(1)k,p, а Ω
(2)
k−1,p –


















Ясно, щоΩ(s)k,p є, взагалi кажучи, багатозв’язними областями, k = 1, 2n,
p = 1, 2m, s = 1, 2. Пара областей Ω(2)k−1,p и Ω
(1)
k,p є результатом подiляю-
чого перетворення вiдкритої множини D вiдносно сiмейств {Pk−1, Pk},
{ζk−1, ζk} в точцi ak,p, k = 1, 2n, p = 1, 2m.
Розглянемо конденсатори

























k = 1, 2n, s = 0, 1, 2, {Pk}2nk=1 – система кутiв, яка вiдповiдає системi
точок A2n,2m, операцiя [A]∗ ставить у вiдповiднiсть будь-якiй множинi
A ⊂ C множину, симетричну множинi A вiдносно кола |w| = 1. Звiдси
випливає, що конденсатору C (t, D, A2n,2m), при подiляючому пере-
твореннi вiдносно {Pk}2nk=1 та {ζk}2nk=1, вiдповiдає набiр конденсаторiв
{Ck (t, D, A2n,2m)}2nk=1, симетричних вiдносно {z : |z| = 1}. У вiдповiд-






capCk (t,D,A2n,2m) . (19)
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Звiдси випливає







Формула (17) дає асимптотику модуля C (t, D, A2n,2m) при t → 0,
а величина M (D,A2n,2m) є зведений модуль множини D вiдносно
A2n,2m. Використовуючи формули (6) та той факт, що D задоволь-
няє умовi неналягання вiдносно системи A2n,2m, отримаємо аналогiчнi
представлення для конденсаторiв Ck (t,D,A2n,2m), k = 1, 2n
|Ck (t,D,A2n,2m) | = 14pim (α+ 1) log
1
t
















































































[α2k · χ (|a2k+1,2p−1|α2k) |a2k+1,2p−1|]−1
+























[α2k · χ (|a2k,2t−1|α2k) |a2k,2t−1|]−1
 , k = 1, n.
З допомогою (21) отримаємо


























, t→ 0. (22)
Далi, з (22) випливає, що
2n∑
k=1
















































Mk (D,A2n,2m) + o(1), t→ 0. (24)
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Mk (D,A2n,2m) + o(1). (25)







Mk (D,A2n,2m) . (26)



























(gD(a2k,2p, a2q−1,2s) + gD(a2k,2p, a2q,2s−1)+





























[α2k−1 · χ (|a2k−1,2p−1|α2k−1) |a2k−1,2p−1|]−1
+

































































































[α2k · χ (|a2k,2t−1|α2k) |a2k,2t−1|]−1
 .
З останнього, отримаємо спiввiдношення (12). Закiнчення доведен-
ня проводиться аналогiчно доведенню теореми 1. Теорема 2 доведе-
на.
Пiд кiнець, хочу виразити подяку Бахтiну Олександру Костянти-
новичу за постановку задачi та ряд цiнних вказiвок.
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